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　等比数列 {an}n≥0 の公比を r とおく．正の各自然数 n について漸化式

an = an−1r が成り立つので，自然数 m に対する項 am から am+1 , am+2 ,

am+3 , am+4 , . . . を計算していくと，

am+1 = amr = amr1 ,

am+2 = am+1r = amr · r = amr2 ,

am+3 = am+2r = amr2 · r = amr3 ,

am+4 = am+3r = amr3 · r = amr4 ,

am+5 = am+4r = amr4 · r = amr5 ,
... .
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... .

このように，各自然数 k に対して am+k = amrk ．
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問1.5.2 等比数列 {an}n≥0 の公比は正の実数であり， a3 = 4 , a12 = 500 と
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　等比数列の項の総和の計算法を説明する．
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S = 5 · 32+5 · 33+5 · 34+5 · 35+5 · 36+ · · ·+5 · 3n−1+5 · 3n .



例 2 以上の各自然数 n に対して等比数列 {5 · 3k}k≥2 の項の総和
n

∑
k=2

(5 · 3k)

を計算する．

　 S =
n

∑
k=2

(5 · 3k) とおく．

S = 5 · 32+5 · 33+5 · 34+5 · 35+5 · 36+ · · ·+5 · 3n−1+5 · 3n .

等比数列 {5 · 3k}k≥2 の公比は である．この公比 3 を両辺に掛ける：



例 2 以上の各自然数 n に対して等比数列 {5 · 3k}k≥2 の項の総和
n

∑
k=2

(5 · 3k)

を計算する．

　 S =
n

∑
k=2

(5 · 3k) とおく．

S = 5 · 32+5 · 33+5 · 34+5 · 35+5 · 36+ · · ·+5 · 3n−1+5 · 3n .

等比数列 {5 · 3k}k≥2 の公比は 3 である．この公比 3 を両辺に掛ける：

3S = 5 · 33+5 · 34+5 · 35+5 · 36+5 · 37+ · · ·+5 · 3n+5 · 3n+1 .



例 2 以上の各自然数 n に対して等比数列 {5 · 3k}k≥2 の項の総和
n

∑
k=2

(5 · 3k)

を計算する．

　 S =
n

∑
k=2

(5 · 3k) とおく．

S = 5 · 32+5 · 33+5 · 34+5 · 35+5 · 36+ · · ·+5 · 3n−1+5 · 3n .

等比数列 {5 · 3k}k≥2 の公比は 3 である．この公比 3 を両辺に掛ける：

3S = 5 · 33+5 · 34+5 · 35+5 · 36+5 · 37+ · · ·+5 · 3n+5 · 3n+1 .

3S から S を引く：

3S = 5 · 33 + 5 · 34 + 5 · 35 + · · ·+ 5 · 3n−1 + 5 · 3n + 5 · 3n+1

−
)

S = 5 · 32 + 5 · 33 + 5 · 34 + 5 · 35 + · · ·+ 5 · 3n−1 + 5 · 3n

2S = − 5 · 32 + 5 · 3n+1

つまり 2S = −5 · 32+5 · 3n+1 = 5 · 3n+1− 45 ．



例 2 以上の各自然数 n に対して等比数列 {5 · 3k}k≥2 の項の総和
n

∑
k=2

(5 · 3k)

を計算する．

　 S =
n

∑
k=2

(5 · 3k) とおく．

S = 5 · 32+5 · 33+5 · 34+5 · 35+5 · 36+ · · ·+5 · 3n−1+5 · 3n .

等比数列 {5 · 3k}k≥2 の公比は 3 である．この公比 3 を両辺に掛ける：

3S = 5 · 33+5 · 34+5 · 35+5 · 36+5 · 37+ · · ·+5 · 3n+5 · 3n+1 .

3S から S を引く：

3S = 5 · 33 + 5 · 34 + 5 · 35 + · · ·+ 5 · 3n−1 + 5 · 3n + 5 · 3n+1

−
)

S = 5 · 32 + 5 · 33 + 5 · 34 + 5 · 35 + · · ·+ 5 · 3n−1 + 5 · 3n

2S = − 5 · 32 + 5 · 3n+1

つまり 2S = −5 · 32+5 · 3n+1 = 5 · 3n+1− 45 ．よって S =
5 · 3n+1− 45

2
．故

に
n

∑
k=0

(5 · 3k) =
5 · 3n+1− 45

2
． 終



問1.5.3 3 以上の各自然数 n に対して等比数列 {8 · 5k}k≥3 の項の総和
n

∑
k=3

(8 · 5k) を計算せよ．

　 S =
n

∑
k=3

(8 · 5k) とおく．等比数列 {8 · 5k}k≥3 の公比は である．

S = 8 · 53+8 · 54+8 · 55+8 · 56+ · · ·+8 · 5n−1+8 · 5n ,

S = 8 · +8 · +8 · +8 · + · · ·+8 · +8 · .

から を引くと 4S = なので，

S =

よって
n

∑
k=3

(8 · 5k) = ．



問1.5.3 3 以上の各自然数 n に対して等比数列 {8 · 5k}k≥3 の項の総和
n

∑
k=3

(8 · 5k) を計算せよ．

　 S =
n

∑
k=3

(8 · 5k) とおく．等比数列 {8 · 5k}k≥3 の公比は 5 である．

S = 8 · 53+8 · 54+8 · 55+8 · 56+ · · ·+8 · 5n−1+8 · 5n ,

5S = 8 · +8 · +8 · +8 · + · · ·+8 · +8 · .

から を引くと 4S = なので，

S =

よって
n

∑
k=3

(8 · 5k) = ．



問1.5.3 3 以上の各自然数 n に対して等比数列 {8 · 5k}k≥3 の項の総和
n

∑
k=3

(8 · 5k) を計算せよ．

　 S =
n

∑
k=3

(8 · 5k) とおく．等比数列 {8 · 5k}k≥3 の公比は 5 である．

S = 8 · 53+8 · 54+8 · 55+8 · 56+ · · ·+8 · 5n−1+8 · 5n ,

5S = 8 · 54+8 · 55+8 · 56+8 · 57+ · · ·+8 · 5n+8 · 5n+1 .

5S から S を引くと 4S = なので，

S =

よって
n

∑
k=3

(8 · 5k) = ．



問1.5.3 3 以上の各自然数 n に対して等比数列 {8 · 5k}k≥3 の項の総和
n

∑
k=3

(8 · 5k) を計算せよ．

　 S =
n

∑
k=3

(8 · 5k) とおく．等比数列 {8 · 5k}k≥3 の公比は 5 である．

S = 8 · 53+8 · 54+8 · 55+8 · 56+ · · ·+8 · 5n−1+8 · 5n ,

5S = 8 · 54+8 · 55+8 · 56+8 · 57+ · · ·+8 · 5n+8 · 5n+1 .

5S から S を引くと 4S = 8 · 5n+1− 8 · 53 なので，

S = 2 · 5n+1− 2 · 53 = 2 · 5n+1− 250 .

よって
n

∑
k=3

(8 · 5k) = 2 · 5n+1− 250 ． 終



例 各自然数 n に対して等比数列
{

3
(
5
7

)k}

k≥0

の項の総和
n

∑
k=0

{

3
(
5
7

)k}

を計

算する．



例 各自然数 n に対して等比数列
{

3
(
5
7

)k}

k≥0

の項の総和
n

∑
k=0

{

3
(
5
7

)k}

を計

算する．

　 S =
n

∑
k=0

{

3
(
5
7

)k}

とおく：

S = 3+3 ·
5
7
+ 3

(
5
7

)2

+3
(
5
7

)3

+ · · ·+3
(
5
7

)n−1

+3
(
5
7

)n

.



例 各自然数 n に対して等比数列
{

3
(
5
7

)k}

k≥0

の項の総和
n

∑
k=0

{

3
(
5
7

)k}

を計

算する．

　 S =
n

∑
k=0

{

3
(
5
7

)k}

とおく：

S = 3+3 ·
5
7
+ 3

(
5
7

)2

+3
(
5
7

)3

+ · · ·+3
(
5
7

)n−1

+3
(
5
7

)n

.

この等式の両辺に等比数列
{

3
(
5
7

)k}

k≥0

の公比
5
7
を掛ける：

5
7
S = 3 ·

5
7
+ 3

(
5
7

)2

+3
(
5
7

)3

+3
(
5
7

)4

+ · · ·+3
(
5
7

)n

+3
(
5
7

)n+1

.



例 各自然数 n に対して等比数列
{

3
(
5
7

)k}

k≥0

の項の総和
n

∑
k=0

{

3
(
5
7

)k}

を計

算する．

　 S =
n

∑
k=0

{

3
(
5
7

)k}

とおく：

S = 3+3 ·
5
7
+ 3

(
5
7

)2

+3
(
5
7

)3

+ · · ·+3
(
5
7

)n−1

+3
(
5
7

)n

.

この等式の両辺に等比数列
{

3
(
5
7

)k}

k≥0

の公比
5
7
を掛ける：

5
7
S = 3 ·

5
7
+ 3

(
5
7

)2

+3
(
5
7

)3

+3
(
5
7

)4

+ · · ·+3
(
5
7

)n

+3
(
5
7

)n+1

.

S から
5
7
S を引く．



　 S から
5
7
S を引く．

S = 3+ 3 ·
5
7
+ 3

(
5
7

)2

+ 3
(
5
7

)3

+ 3
(
5
7

)4

+ · · ·+ 3
(
5
7

)n

−
)

5
7
S = 3 ·

5
7
+ 3

(
5
7

)2

+ 3
(
5
7

)3

+ 3
(
5
7

)4

+ · · ·+ 3
(
5
7

)n

+ 3
(
5
7

)n+1

2
7
S = 3 − 3

(
5
7

)n+1

つまり
2
7
S = 3− 3

(
5
7

)n+1

．



　 S から
5
7
S を引く．

S = 3+ 3 ·
5
7
+ 3

(
5
7

)2

+ 3
(
5
7

)3

+ 3
(
5
7

)4

+ · · ·+ 3
(
5
7

)n

−
)

5
7
S = 3 ·

5
7
+ 3

(
5
7

)2

+ 3
(
5
7

)3

+ 3
(
5
7

)4

+ · · ·+ 3
(
5
7

)n

+ 3
(
5
7

)n+1

2
7
S = 3 − 3

(
5
7

)n+1

つまり
2
7
S = 3− 3

(
5
7

)n+1

．両辺に
7
2
を掛けて

S = 3 ·
7
2
− 3 ·

7
2

(
5
7

)n+1

=
21
2

− 3 ·
7
2
·
5
7

(
5
7

)n

=
21
2

−
15
2

(
5
7

)n

.



　 S から
5
7
S を引く．

S = 3+ 3 ·
5
7
+ 3

(
5
7

)2

+ 3
(
5
7

)3

+ 3
(
5
7

)4

+ · · ·+ 3
(
5
7

)n

−
)

5
7
S = 3 ·

5
7
+ 3

(
5
7

)2

+ 3
(
5
7

)3

+ 3
(
5
7

)4

+ · · ·+ 3
(
5
7

)n

+ 3
(
5
7

)n+1

2
7
S = 3 − 3

(
5
7

)n+1

つまり
2
7
S = 3− 3

(
5
7

)n+1

．両辺に
7
2
を掛けて

S = 3 ·
7
2
− 3 ·

7
2

(
5
7

)n+1

=
21
2

− 3 ·
7
2
·
5
7

(
5
7

)n

=
21
2

−
15
2

(
5
7

)n

.

故に
n

∑
k=0

{

3
(
5
7

)k}

=
21
2

−
15
2

(
5
7

)n

． 終



問1.5.4 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

を計算せよ．

　 S =
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

とおく．

S = 4 ·
3
5
+ 4

(
3
5

)2

+4
(
3
5

)3

+4
(
3
5

)4

+ · · ·+4
(
3
5

)n−2

+4
(
3
5

)n−1

+4
(
3
5

)n

,

3
5
S = .

S から
3
5
S を引くと

2
5
S = なので，

S =

つまり
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

= ．



問1.5.4 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

を計算せよ．

　 S =
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

とおく．

S = 4 ·
3
5
+ 4

(
3
5

)2

+4
(
3
5

)3

+4
(
3
5

)4

+ · · ·+4
(
3
5

)n−2

+4
(
3
5

)n−1

+4
(
3
5

)n

,

3
5
S = 4

(
3
5

)2

+4
(
3
5

)3

+4
(
3
5

)4

+4
(
3
5

)5

+ · · ·+4
(
3
5

)n−1

+4
(
3
5

)n

+4
(
3
5

)n+1

.

S から
3
5
S を引くと

2
5
S = なので，

S =

つまり
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

= ．



問1.5.4 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

を計算せよ．

　 S =
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

とおく．

S = 4 ·
3
5
+ 4

(
3
5

)2

+4
(
3
5

)3

+4
(
3
5

)4

+ · · ·+4
(
3
5

)n−2

+4
(
3
5

)n−1

+4
(
3
5

)n

,

3
5
S = 4

(
3
5

)2

+4
(
3
5

)3

+4
(
3
5

)4

+4
(
3
5

)5

+ · · ·+4
(
3
5

)n−1

+4
(
3
5

)n

+4
(
3
5

)n+1

.

S から
3
5
S を引くと

2
5
S = 4 ·

3
5
− 4

(
3
5

)n+1

なので，

S = 4 ·
3
5
·
5
2
− 4

(
3
5

)n+1 5
2

= 6− 10
(
3
5

)n+1

= 6− 10 ·
3
5
·
(
3
5

)n

= 6− 6
(
3
5

)n

.

つまり
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

= 6− 6
(
3
5

)n

． 終



　定数 r について r 6= 1 とする．最初の項が a で公比が r である等比数列

の初め n 個の項の総和を Sn とおく：

Sn = a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 .



　定数 r について r 6= 1 とする．最初の項が a で公比が r である等比数列

の初め n 個の項の総和を Sn とおく：

Sn = a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 .

この等式の両辺に公比 r を掛けると

rSn = ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 + arn .



　定数 r について r 6= 1 とする．最初の項が a で公比が r である等比数列

の初め n 個の項の総和を Sn とおく：

Sn = a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 .

この等式の両辺に公比 r を掛けると

rSn = ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 + arn .

Sn から rSn を引くと，

Sn − rSn = a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1

− (ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 + arn)

= a− arn ,



　定数 r について r 6= 1 とする．最初の項が a で公比が r である等比数列

の初め n 個の項の総和を Sn とおく：

Sn = a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 .

この等式の両辺に公比 r を掛けると

rSn = ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 + arn .

Sn から rSn を引くと，

Sn − rSn = a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1

− (ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 + arn)

= a− arn ,

よって (1− r)Sn = a(1− rn) なので， Sn =
a(1− rn)

1− r
．



　 r = 1 のとき，

a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 = a+ a+ a+ a+ a+ · · ·+ a+ a
︸ ︷︷ ︸

n個の aの和
= an .



　 r = 1 のとき，

a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 = a+ a+ a+ a+ a+ · · ·+ a+ a
︸ ︷︷ ︸

n個の aの和
= an .

定理 正の各自然数 n に対して，最初の項が a で公比が r である等比数列

の初めの n 個の項の総和は， r 6= 1 のとき

a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 =
a(rn − 1)

r− 1
=

a(1− rn)

1− r
,

r = 1 のとき

a+ ar+ ar2 + ar3 + ar4 + · · ·+ arn−2 + arn−1 = an .



例 正の各自然数 n に対して，初項が 5 で 公比が 3 である等比数列の初項か

ら第 n 項までの n 個の項の総和を計算する．



例 正の各自然数 n に対して，初項が 5 で 公比が 3 である等比数列の初項か

ら第 n 項までの n 個の項の総和を計算する．

5+ 5 · 3+ 5 · 32+5 · 33+ · · ·+5 · 3n−1

a+ ar+ ar2 + ar3 + · · ·+ arn−2 + arn−1 =
a(rn − 1)

r− 1

=
5(3n− 1)

3− 1
=

5
2
(3n − 1) . 終



例 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

を計算する．



例 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

を計算する．

　総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

は初項が 4
(
3
5

)1

=
12
5
であり公比が

3
5
である等比数列

の初項から第 n 項までの n 個の項の総和なので，



例 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

を計算する．

　総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

は初項が 4
(
3
5

)1

=
12
5
であり公比が

3
5
である等比数列

の初項から第 n 項までの n 個の項の総和なので，
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)n}

= 4 ·
3
5
+ 4

(
3
5

)2

+4
(
3
5

)3

+ · · ·+4
(
3
5

)n−1

+4
(
3
5

)n



例 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

を計算する．

　総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

は初項が 4
(
3
5

)1

=
12
5
であり公比が

3
5
である等比数列

の初項から第 n 項までの n 個の項の総和なので，
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)n}

= 4 ·
3
5
+ 4

(
3
5

)2

+4
(
3
5

)3

+ · · ·+4
(
3
5

)n−1

+4
(
3
5

)n

=
12
5

+
12
5

(
3
5

)1

+
12
5

(
3
5

)2

+ · · ·+
12
5

(
3
5

)n−2

+
12
5

(
3
5

)n−1



例 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

を計算する．

　総和
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)k}

は初項が 4
(
3
5

)1

=
12
5
であり公比が

3
5
である等比数列

の初項から第 n 項までの n 個の項の総和なので，
n

∑
k=1

{

4
(
3
5

)n}

= 4 ·
3
5
+ 4

(
3
5

)2

+4
(
3
5

)3

+ · · ·+4
(
3
5

)n−1

+4
(
3
5

)n

=
12
5

+
12
5

(
3
5

)1

+
12
5

(
3
5

)2

+ · · ·+
12
5

(
3
5

)n−2

+
12
5

(
3
5

)n−1

=

12
5

{

1−
(
3
5

)n}

1−
3
5

= 6
{

1−
(
3
5

)n}

. 終



問1.5.5 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

6
(
5
3

)k}

を計算せよ．



問1.5.5 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

6
(
5
3

)k}

を計算せよ．

n

∑
k=1

{

6
(
5
3

)k}

= 6 ·
5
3
+ 6

(
5
3

)2

+6
(
5
3

)3

+ · · ·+6
(
5
3

)n−1

+6
(
5
3

)n

= 10+10
(
5
3

)1

+10
(
5
3

)2

+ · · ·+10
(
5
3

)n−2

+10
(
5
3

)n−1



問1.5.5 正の各自然数 n に対して総和
n

∑
k=1

{

6
(
5
3

)k}

を計算せよ．

n

∑
k=1

{

6
(
5
3

)k}

= 6 ·
5
3
+ 6

(
5
3

)2

+6
(
5
3

)3

+ · · ·+6
(
5
3

)n−1

+6
(
5
3

)n

= 10+10
(
5
3

)1

+10
(
5
3

)2

+ · · ·+10
(
5
3

)n−2

+10
(
5
3

)n−1

=
10

{(
5
3

)n

− 1
}

5
3
− 1

= 15
{(

5
3

)n

− 1
}

. 終



例 正の各自然数 n に対して等比数列の項の総和 2+ 10+ 50+ 250+1250+

· · ·+2 · 5n を計算する．



例 正の各自然数 n に対して等比数列の項の総和 2+ 10+ 50+ 250+1250+

· · ·+2 · 5n を計算する．

　総和
2+ 10+ 50+ 250+1250+ · · ·+2 · 5n

= 2+2 · 51+2 · 52+2 · 53+2 · 54+ · · ·+2 · 5n

=
n

∑
k=0

(2 · 5k)

は，第 0 項が 2 であり公比が 5 である等比数列の第 0 項から第 n 項までの

個の項の総和である．



例 正の各自然数 n に対して等比数列の項の総和 2+ 10+ 50+ 250+1250+

· · ·+2 · 5n を計算する．

　総和
2+ 10+ 50+ 250+1250+ · · ·+2 · 5n

= 2+2 · 51+2 · 52+2 · 53+2 · 54+ · · ·+2 · 5n

=
n

∑
k=0

(2 · 5k)

は，第 0 項が 2 であり公比が 5 である等比数列の第 0 項から第 n 項までの

(n+1)個の項の総和である．



例 正の各自然数 n に対して等比数列の項の総和 2+ 10+ 50+ 250+1250+

· · ·+2 · 5n を計算する．

　総和
2+ 10+ 50+ 250+1250+ · · ·+2 · 5n

= 2+2 · 51+2 · 52+2 · 53+2 · 54+ · · ·+2 · 5n

=
n

∑
k=0

(2 · 5k)

は，第 0 項が 2 であり公比が 5 である等比数列の第 0 項から第 n 項までの

(n+1)個の項の総和である．

2+ 10+ 50+ 250+1250+ · · ·+2 · 5n =
2(5n+1 − 1)

5− 1

=
1
2
(5n+1 − 1) . 終



問1.5.6 正の各自然数 n に対して総和 4+ 12+ 36+ 108+ 324+ · · ·+4 · 3n を

計算せよ．



問1.5.6 正の各自然数 n に対して総和 4+ 12+ 36+ 108+ 324+ · · ·+4 · 3n を

計算せよ．

4+ 12+ 36+ 108+324+ · · ·+4 · 3n =
4(3n+1 − 1)

3− 1

= 2(3n+1− 1) . 終


